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Věta 2.7. Necht’ K ⊆ Rn, n ∈ N je uzavřená, omezená množina a f : K → Rm, m ∈ N je spojitá funkce.
Potom je f stejnoměrně spojitá.

D̊ukaz. Sporem: Necht’ tedy plat́ı ∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x, y ∈ K :

‖x− y‖ < δ ∧ ‖f(x)− f(y)‖ ≥ ε.

Volme postupně δ = 1
n pro n ∈ N. Ke každému n ∈ N tedy existuje dvojice xn, yn ∈ K, pro kterou plat́ı

‖xn − yn‖ <
1

n
∧ ‖f(xn)− f(yn)‖ ≥ ε.

Pokud by obě množiny {xn}∞n=1 a {yn}∞n=1 byly konečné, potom z ‖xn−yn‖ < 1
n bychom měli nutně xn = yn

pro nějaké n ∈ N, což je ve sporu s ‖f(xn)− f(yn)‖ ≥ ε.
Necht’ tedy např́ıklad množina {xn}∞n=1 ⊆ K je nekonečná. Potom má dle věty (1.6) hromadný bod

x ∈ Rn, nebot’ je omezená (K je omezená). Zřejmě x ∈ K (každé okoĺı x obsahuje nějaký bod z {xn}∞n=1, tj.
nějaký bod z K). Avšak K = K, nebot’ K je uzavřená. Tedy x ∈ K, pročež f je spojitá v x. Dı́ky tomu lze
pro ε

4 naj́ıt δ0 takové, že

z ∈ Uδ0(x)⇒ ‖f(z)− f(x)‖ < ε

4
. (1)

Najděme n ∈ N takové, aby ‖x− xn‖ < δ0
2 a zároveň n > 2

δ0
. Potom máme

‖xn − yn‖ <
1

n
<
δ0
2
,

a tedy

‖x− yn‖ ≤ ‖x− xn‖+ ‖xn − yn‖ <
δ0
2

+
δ0
2

= δ0,

což znamená yn ∈ Uδ0 . Dı́ky (1) pak dostáváme

ε ≤ ‖f(xn)− f(yn)‖ ≤ ‖f(xn)− f(x)‖+ ‖f(x)− f(yn)‖ < ε

4
+
ε

4
=
ε

2
,

což je spor.
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